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��������

�������� ����������� ���������� ����������� ����� �������� ����������� ����-

�� �������������� �����������. ��������� ������������� ����������� ������� ���-

������� ������, ������� ������� ����������� ��������� ��������� �������� ����-

�������� ����������. �������� �������� ������� ��������� ��������� ����� ��-

������������� ������� �������������� ������������ ��������� ����������, �������

������������� ������ �������, ����� ����������� �������� ����� �����������.

��������� ������ ������������� ����������������� ��������� ����������� ��-

����� ����� ���������� �������� ����������� ���������. ����������, ��� ����������

�������, ������� ���������� ������� ������� �������� ���������, ��������� ����-

���� ����� ����������� ������: ����������� ��������� ���������� �������� �������

�������� �� ��������� ������ �����������, �� ����������� �������������. �������-

��� �������� ����������, ��� �� ����� �������� ������������ ����������� ����� �����

������������ ������� ����������� ����������� ���������� �� ��������������

������� ��������. ������-�������� ������������ �������� ����������� ����������

��������, ����� ��������� ��������� ������� ����������� �������� ��������� ����

������� ������� ������ ���������.

�������� ���������� ������� ���������������� ������������� ��������� ������-

�� ����������� ���� PLUTO. ����� ����������� ������� ���������������� ������-

��� ���������� ������ Rheo, ������ ������������ ������������ ��������� ��-

��������� �������� �� ������� ��������������� ����������. ���������� ��������-

�� ������ ���������� ������-�������� ������������� ���������� �������� ��������

������������. ���� �������� �����������, ��� ������������ �������� ��������� ��� ��-

����������, ������� ��������� �����-������������ ����������������� ���������-

���� ���������.

�������� ����������, ��� �������������� ��������������� ������ ������������

���������� ���� ������������ ������ ���������� ������������ ���������� �������-

��. ������� ������-�������� ������������� ������� �������� ����������� ���� ����-

�� ���������� ���������� �������� �� ���������������� �������� ����������

���������.



Abstract

We present the hydrodynami
 study of granular �ows rotating around a 
entral gravitating

obje
t. For this purpose we employ rheologi
al model of the granular �uid and des
ribe the

dissipative properties of the granular �ow using a lo
al 
onstitutive equation. In the framework

of our lo
al vis
osity model e�e
ts of the granular intera
tions 
an be des
ribed using the shear

and pressure rheology parameters, derived as the partial derivatives of the vis
osity parameter

by the pressure and the se
ond invariant of the deformation tensor, respe
tively.

Analyti
 study is based on the linear stability analysis of the 3D in
ompressible granular �ow

in the lo
al shearing sheet framework. We show that the epi
y
li
 frequen
y that is normally a


onstant quantity in Keplerian �ows, depends on the wave-numbers of the perturbations, showing

leading-trailing asymmetry, depending on the shear rheology parameter of the �ow. We have

shown that su
h �ows 
an exhibit new type of instability that is triggered by the interplay of

the shear rheology and the di�erential rotation of in
ompressible dense granular �uids. Found

vis
o-rotational instability sets in granular �uids, where the vis
osity parameter grows faster

than the square of the lo
al shear rate (strain rate) at 
onstant pressure.

Numeri
al simulation of the 
ompressible rheologi
al granular �ows is performed using the

DNS 
ode PLUTO. The standard Riemann solver of the PLUTO 
ode is 
omplemented by the

new Rheo module that 
an be used to implement the dependen
e of the vis
osity parameter

on the �ow pressure and deformation tensor. Dire
t numeri
al simulations has been 
arried

out to identify the vis
o-rotational instability at nonlinear amplitudes. It seems that instability

growth saturates at nonlinear amplitudes leading to a quasi-stationary self-sustained anti
y
loni


vorti
es in Keplerian �ows.

We have shown that hydrodynami
 theory 
an be su

essfully applied to the investigation

of the dense granular �ows under 
entral gravity. Found vis
o-rotational instability 
an play a


ru
ial role in the dynami
s of dense planetary rings and granular �ows in protoplanetary disks.
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1 ��������

������ �� ����� ����������� �������� ���������� ������������� �������� �������

������������ ������������� ��������� ����������� �����, ������� ����������� ���-

������� �������� �� ��������������� ��������. ����� �� ����� ������� ������� ��-

�������� ������ �������: ���� �� ����� ���������� �������� ������� �������� ��-

�������, ����������� �������� ����������� �� ���������� �������� ��������� �����

����� ����� ������������. ����� ����������� �������� �������� ��������� ��������

�� ��������� ��������� ������ ���� ��������� �������, ����� ���� ������ ��������

�������� ������ �.�.
"

����������� ������.“

������������� �������� ������������� ����������� ��������� ��������� ����-

���� ���������� ������ [11, 7, 5, 2]. ��������, ��� ����������� ������ ��������

�������� �������� ������������ ����������, ������� �������� ���������� ���-

������ ������. �� ����������� ������� ���������� ������� ����������� �����������

���������� ��������. ����������������� �������������� �������� ������ �������-

��� ������ �������� ����������� ���������� ����� ��������� ������. �������� ��

���������� �������� ����������� ������������� ����������� ��������� �������-

�������� ������. ������������� ��������� ���������� ��������� ������� �������

��������� ������ ��� �������� ��������� [18, 34, 20, 22, 27] �� ��������� ��������

���������� [17, 30, 13, 3]. ����� �������� �������� ����������� �������� ��������,

��� ����������� ������� �������� ���� ���� ������ ���������� ���������� �������.

����������� ������� ������������� �������� �����������, ��� �������� ���� ���-

���� �� ������� ����������� �������� ������� [7]. ������ �� �������������� �������

���������� �������� ������������� ������� ���������� ���������� �������.

���������� �������� �������� ����������� ������������� ����������� ��������

��������� �� �������� ���������. ��������� �������� 2-� ����� ������� ����������-

����� ��������� ������������� ����������� ��������� ��������� ������ ����-

�������. �������� �������� ������ ����������� 3-� �����. ������� �����������

��������� �������� ����������������� ������ �������. ������ �������� ����������

���������� ��������� ������� �� ������� ���������� ��������������. 4-� ����� ��-

��������� ��������� �������� ����������, ��� ���������� �������� �����������

������ ���������� ��������� ��������. �������� �������� ���������� ������� ����-

����������� ������������ ������� �� ��������� ��������� ���������. ���������� ���-

���� ����������� 5-� �����.
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2 �������� ������

����������������� ������ ������ �������� ������������ �������� �����-������� ���-

�������. ������������ ������ ������� ���������� ����� ������� ���������� ���� ��-

������ ���������� ��������� ������������� �������� ������������ ���������.

������� ����� ������ ��������� ������� �������� ����������� �������.

�

�

�

�t

+ v

k

�

�x

k

�

v

i

= �

�P

�x

i

+ �

��

�x

i

+

��

ik

�x

k

; (1)

��

�t

+

�(�v

i

)

�x

i

= 0 ; (2)

DP

Dt

=


P

�

D�

Dt

; (3)

D

Dt

�

�

�

�t

+ v

k

�

�x

k

:

�

�������� V; P; �; �; � ����������� ���������� ����������� ������� ��������, ������,

��������� ����������, ����������� �� ���������� ������� �������� �����������

����������. ���� �

ik

����������� ����������� ����� �������, ������� ��������

����������� ���������� ��������� �� ������� ������� ������ [11, 7]:

�

ik

= �(P;v)"

ik

; (4)

����� � ���������� ��������� �����������, ���� "

ij

������� ����������� ��������

������� ������������ �����������:

"

ij

=

�v

i

�x

k

+

�v

k

�x

i

:

�������� ���������� ������������� �������� ������ ������� ������ ���� �������

��������, ������������� ������ �������� ��������� ������������� �����������. ��

��������� ��������� ���������� ��������� ������ ��������� ������� �����:

�v

r

�t

+

�

v

r

�

�r

+

v

�

r

�

��

+ v

z

�

�z

�

v

r

�

v

2

�

r

= �

1

�

�P

�r

+

��

�r

+

�

�

�

�v

r

�

v

r

r

2

�

2

r

2

�v

�

��

�

+

2

�

�v

r

�r

��

�r

+

1

�r

��

��

�

1

r

�v

r

��

+

�v

�

�r

�

v

�

r

�

+

1

�

��

�z

�

�v

z

�r

+

�v

z

�z

�

; (5)

����������� ����������� ��������:

�v

�

�t

+

�

v

r

�

�r

+

v

�

r

�

��

+ v

z

�

�z

�

v

�

+

v

r

v

�

r

= �

1

�r

�P

��

+

1

r

��

��

++

�

�

�

�v

�

�

v

�

r

2

+

2

r

2

�v

r

��

�

+

1

�

��

�r

�

1

r

�v

r

��

+

�v

�

�r

�

v

�

r

�

+

2

r

��

��

�

1

r

�v

�

��

+

v

r

r

�

+

1

�

��

�z

�

�v

�

�z

+

1

r

�v

z

��

�

; (6)

���� ��������� z ������������� ������� ������ �����:
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��� 1: ������� ���������� M ����� ����� ���������� ������������ �������� ������� �������� ���-

��� �� ������ ������������� ������ �������� ��������� ������. (����������� �� ����������� ���-

����)

�v

z

�t

+

�

v

r

�

�r

+ v

�

1

r

�

��

+ v

z

�

�z

�

v

z

= �

1

�

�P

�z

+

��

�z

+

�

�

�v

z

+

2

�

��

�z

�v

z

�z

++

1

�

��

�r

�

�v

z

�r

+

�v

r

�z

�

+

1

�r

��

��

�

�v

�

�z

+

1

r

�v

z

��

�

: (7)

r ��������� ��������� ����������� ��������� ������ ������� �����:

r � u =

1

r

�(ru

r

)

�r

+

1

r

�u

�

��

+

�u

z

�z

;

���� �������� ��������� ������� ��������� ���� ������� ����:

�f =

1

r

�

�r

�

r

�f

�r

�

+

1

r

2

�

2

f

��

2

+

�

2

f

�z

2

:

���������� �� ������������ ����������� �������� ������ �����:

��

�t

+

1

r

�(r�v

r

)

�r

+

1

r

�(�v

�

)

��

+

�(�v

z

)

�z

= 0 ; (8)

�P

�t

+ v

r

�P

�r

+

v

�

r

�P

��

+ v

z

�P

�z

=


P

�

�

��

�t

+ v

r

��

�r

+

v

�

r

��

��

+ v

z

��

�z

�

: (9)

����������� (6 - 21) ������ ������� ����������� �������� ������ �������� �������-

����� ���� ����������� �������� �������� ����������� ���������.

2.1 ������������ ������ ��������� ������

�������� �������� ������������ ��������, ������� �������� ������������� ����-

��� ������� ���������������. �� ����� �������� ������������ �������� ��������. ���-

�������� �������� ������ ������������ ���������� ������� �������. ����� �������-

������� ������ ������������� ���� ��������� ��������� ��������.

������������� �������������� ������������ ������� ������������ ����������

���� ��������� �������, ������ �������� �� �� ��������� ����� ������� ����������.
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���������� ��������� ��� �������� ���������� ���� ����������� �������, ����

������������� ����������� �� ������� ������������ ��������.

��������� ��������� �������� ������������� ������� ������� ��������������

�� ����������� ����������. ������ ������ �������� ��������:

� = �(P; �) ;

����� � ���� ����������� �������� ����� ���������� �� ������� ������� �����:

� =

q

"

ij

"

ij

=2 : (10)

����������� ������ ��������� ��������� ������������� ������������ ��������-

���� ��������� �
p

, ������� ������������� ��� ��������� ����� ������� ��������,

�� �������� ������ I, ������� ����������� ����������� ������� ����� �� �����

������������� ������� ��������. �� ���� ���������� �������������� ������ �����

t

mi
ro

= d

0

=

p

P=�

p

������� ������� ������������ ������� t
ma
ro

= 1="

I =

t

mi
ro

t

ma
ro

=

d

0

�

p

P=�

p

;

����� d
0

���� ���������� ������� ��������, � ����������� ������, P ��������� �����-

�� ����� �� �
p

������������ ���������.

����������� ������� �������� ������ ������������ ��������� ����� ������� ��-

������ �������. ��������� ���������� �������� ��������� ��������� ������ ������

��������� ������ ������ ���������� ���������� ������������ ����������� �������.

����� ����� ��������� ���������� ��������� �����������, ����������� �����������

��������� �����������, ���� ����������� ��������� �����������.

���� ����������� ����������� �������� ��������� ������������ ������������ �����-

���� ������������ ��������. ������������ ��������� ������������ ������� ��-

���������� ���������� �� ������������ ��������������� ����������� ������������,

������������ ��������� ����������� ������������������� �����������. ����� ���-

�������� ����������, ����������� ������ �������� ������ �������������� �����-

������ ��������.

� =

�(I)P

�

(11)

��������� (11) ������� ��������������� �� ����� ������� ������������� ����-

����� �������, �������� ��� ������ ����������� ����������� ���������, �����������

������ ������������� ��������. ������������ ��� �� ����� �� �������, ��� ��������

����������� ������� ���������������, ������ ����� � �������� ���� � �� P �������.

����������� ��������� ���������� ����� ������������ ���� ���� ���������� ���-

��, ������� ��������� �� ���� ���������.
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3 ���������� �������

3.1 ����������� �����������

�������� ������ ����� ���������� �����������, ������� ���� ����������� ��������-

���� �����. ���������� ����������� ������ ������� �����:

�� = ��(r; z) ;

�

P = 
onst ;

�� = ��(r) ;

�v = (0; �v

�

; 0) ;

�� �������� �������� ��������� ���.(5 - 7) ������� �����������, �������� �������

�������� ���������� ������������:

�

�v

2

�

r

=

��

�r

; (12)

�

��v

�

�r

�

�v

�

r

�

���

�r

+ ��

�

��v

�

�

�v

�

r

2

�

= 0 ; (13)

����� M ����� ����� ���������� ������������� �������� ���� �������� ������������

���������� ������� ������:

�(r; z) =

GM

(r

2

+ z

2

)

1=2

; (14)

����� ������ ������� ��������������� (z2=r2 � 1) ��������� ������������ �����-

������� ���������� ��������� ������������. �������� ����������� ������������

��������� ������� ������� ������� ������ �����:


(r) = 


0

�

r

r

0

�

�q

; 


0

=

�

GM

r

3

�

1=2

: (15)

������� �������� ��������� �������� (q = 3=2), ��������� ������� ���������

����������� ��������� �������. �������� ������� ����:

� ln ��

� ln r

= q � 2 : (16)

������ ���������� ������� ���������������, ������� ������� ������:

�

�r

�

r

2


(r)

�

> 0 ;

������������ ��������������� ��������� ��������� ������������ ���������� ���-

�������, �������� ���� ������� ����:

���

�r

< 0 :

������ ���� ��� �������� ���������� ������� ��������� ����� ��������������.
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3.2 ������ �����������

������ ���������� ������������ ������� ������������ ����������. �������� ������-

����� ������ ����������� � = �� + �

0, ����� ��� ���������� ��������� ���������

����� ���� ����������� ���������� ����������� j�0j=j�j � 1. ����������� ���������

�������� ��������:

� = ��+ �

0

;

P =

�

P + P

0

;

� = �� + �

0

(r) ;

v = �v + v

0

;

������ ��������� ���(6 - 21) ������� �� ��������� �������� �������������� ��������

������ ��������:

�

�

�t

+


�

��

�

v

0

r

�2
v

0

�

= �

1

��

�P

0

�r

+�

 

�v

0

r

�

v

0

r

r

2

�

2

r

2

�v

0

�

��

!

+

2

��

���

�r

�v

0

r

�r

+

1

��r

��

0

��

r

�


�r

; (17)

�

�

�t

+


�

��

�

v

0

�

+

�

2
 + r

�


�r

�

v

0

r

= �

1

��r

�P

0

��

+�

 

�v

0

�

�

v

0

�

r

2

+

2

r

2

�v

0

r

��

!

+

�

0

��

�

r

�

2




�r

2

+ 3

�


�r

�

�

�

�

0

��

2

��

�

r

�

2




�r

2

+ 3

�


�r

�

+

1

��

���

�r

 

�v

0

�

�r

�

v

0

�

r

+

1

r

�v

0

r

��

!

� r

�

0

��

2

���

�r

�


�r

+

r

��

��

0

�r

�


�r

; (18)

�

�

�t

+


�

��

�

v

0

z

= �

1

��

�P

0

�z

+ ��v

0

z

1

��

���

�r

�

�v

0

z

�r

+

�v

0

r

�z

�

; (19)

�

�

�t

+


�

��

�

�

0

��

+

1

r

�(rv

0

r

)

�r

+

1

r

�v

0

�

��

+

�v

0

z

�z

= 0 ; (20)

�

�

�t

+


�

��

�

P

0

= �




�

P

��

(

1

r

�(rv

0

r

)

�r

+

1

r

�v

0

�

��

+

�v

0

z

�z

)

�

0

: (21)

���������� ���������� ��������� ��������� G

P

�� G
S

�����������, ������� ���-

�������� ��������� ���������� ������������ ��������� �������� ������:

�

0

��

= G

P

P

0

��

+G

S

 

�v

0

�

�r

+

1

r

�v

0

r

��

!

; (22)

����� G

P

���� ������ ���������� ��������� ��������� ������� ������ ���������

���������, ���������� ������ ���������, ������� ����������� �����������,

G

P

=

�

��

�P

�

�

;

���� G

S

���� ����������� ���������� ��������� ��������, ������� ������ �������-

����:
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G

S

=

1

��

�

��

��

�

P

:

������������ ��� G

P

�� G
S

������������ ��������� ������������ �� �����������

������� ����������� ������������ ���������� ������� �������� �����.

3.3 �������� �������

����������� ��������������� ������������ ���������� �������� ������� ������-

��� ������� ����������� ���������. �������� ��� �������� ������������� ���� (L)

��������� ����� ����� �������� ������������ ������������� ������ (r � �

�1), ���

�

2

=L

2

� 1. ������������� r

0

����������� ��������� ��������� �������� ��������

����� ����������� ��������� ������� (x; y; z).

v̀(r0)

r0

 ̀

x

y

 ̀(r)

��� 2: �������� ������������ ��������� �������, ���������� z ������ ��������������� ���������

�������� 
(r)�������� �������� ���������� ������:


(r) � 
(r

0

) + 


0

(r)j

r

0

(r � r

0

) ; (23)

�� ��������� ����������:


(r

0

) = 


0

; A =

1

2

r

0




0

(r)j

r

0

; B = �

1

2

r

0




0

(r)j

r

0

� 
 : (24)

����� �������� (x; y; z ; t) ����������� ������� �����:

x � r � r

0

; y � r

0

(�� 


0

t) ; z � ; t � t (25)

�

�x

=

�

�r

;

�

�y

=

1

r

0

�

��

;

�

�z

=

�

�z

;

�

�t

=

�

�t

� r

0




0

�������� ��������������� ��������� �������� ���:

1

r

�(rV

0

r

)

�r

=

1

x+ r

0

�((x + r

0

)V

0

x

)

�x

�

1

r

0

(�� 1)

1

�

(r

0

(�+ 1)V ) =

1

r

0

(�

2

� 1)

1

�

(r

0

V ) � �

1

r

0

1

�

(r

0

V ))

1

r

0

�(r

0

V

0

x

)

�x

=

V

0

x

r

0

+

�V

0

x

�x
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1

r

�V

0

�

��

=

r

0

x+ r

0

�V

0

y

�y

�

1

�+ 1

1

�

V =

1

�

2

+ �

V �

1

�

V )

�V

0

y

�y

;

V

0

x

=r

0

-�, ������� ���� ��������� �������� ��������� ������� ��������� �� ������-

��������, ��� ��������� ����������� (21 - 17) ������������ ������� �����:

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

v

0

x

+ 2[A + B℄v

0

y

= �

1

��

�P

0

�x

+ ��v

0

x

+

�

r

0

�v

0

x

�x

+

2A

��

��

0

�y

; (26)

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

v

0

y

� 2Bv

x

= �

1

��

�P

0

�y

+ ��v

0

y

+

+

A

��r

0

�

0

� 2

A�

r

0

�

0

��

+

�

2r

0

�

�v

0

y

�x

+

�v

0

x

�y

�

+

2A

��

��

0

�x

; (27)

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

v

0

z

= �

1

��

�P

0

�z

+ ��v

z

+

�

2r

0

�

�v

0

z

�x

+

�v

0

x

�z

�

; (28)

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

�

0

��

+

�v

0

x

�x

+

�v

0

y

�y

+

�v

0

z

�z

= 0 ; (29)

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

P = �




�

P

��

�

�v

0

x

�x

+

�v

0

y

�y

+

�v

0

z

�z

�

; (30)

�

0

��

= G

P

P

0

��

+G

S

�

�v

0

y

�x

+

1

r

�v

0

x

�y

�

: (31)

����������� ��������������� ������ ������������ �������� ��� ���������� ����-

����� ������������� ���� (�
vis


) ��������� ������ �������� �������� �����������-

�� ����������� �������� (r
0

), ��� ������ ��� �
vis


� r

0

�� �������� ���������������

��������� �������� �����-������� �������� �� ������������ �����������. �����������

���.(26 - 28) ��������:

�

r

0

�v

0

x

�x

� ��v

0

x

2

A�

r

0

�

0

��

�

2A

��

��

0

�x

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

v

0

x

+ 2[A + B℄v

0

y

= �

1

��

�P

0

�x

+ ��v

0

x

+

2A

��

��

0

�y

; (32)

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

v

0

y

� 2Bv

x

= �

1

��

�P

0

�y

+ ��v

0

y

+

2A

��

��

0

�x

; (33)

�

�

�t

+ 2Ax

�

�y

�

v

0

z

= �

1

��

�P

0

�z

+ ��v

z

: (34)

������� ����� ��������������� ������������� ����������� ������� ������ �����

����������� ��������� ������� ������������ �������� ���������.
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3.4 ����������� ���������

�������� ����� ������ �����������:

0

B

B

B

B

�

v

0

(r; t)

P

0

(r; t)=��

�(r; t)=��

�

0

(r; t)=��

1

C

C

C

C

A

/

0

B

B

B

B

�

u(k; t)

�i~p(k; t)

i%(k; t)

�i�(k; t)

1

C

C

C

C

A

� exp ({(k

x

(t)x+ k

y

y + k

z

z)) (35)

����� k
x

(t) = k

x

(0)� 2Atk

y

���� �������� ������ ����������� ���������� k
x

-� ������,

������������ (30 - 34),�������� �������� ������� �����:

_%(t) = �k

x

(t)u

x

� k

y

u

y

� k

z

u

z

_u

x

(t) = 2
u

y

� k

x

(t)p� �k

2

u

x

� �k

x

(k

x

(t)u

x

+ k

y

u

y

+ k

z

u

z

) + 2Ak

y

�

_u

y

(t) = 2Bu

x

� k

y

p� �k

2

u

y

� �k

y

(k

x

(t)u

x

+ k

y

u

y

+ k

z

u

z

) + 2Ak

x

(t)� (36)

_u

z

(t) = �k

z

p� �k

2

u

z

� �k

z

(k

x

(t)u

x

+ k

y

u

y

+ k

z

u

z

)

_p(t) = 


2

s

_%

�(t) = G

P

p�G

S

(k

x

(t)u

y

+ k

y

u

x

)

���������� ����������� ��������� ����������� ������������ ����������� �����-

��� (36) ������ ����� ������, ������� ������� ��������� �������������� ���������

������������� ������:  (t) / exp(�i!(t)t). �� ����������� �����������, ��� �����-

�� ���� ����� ������������ ������� ������� ���� ������ ������� ! = !(k(t)). ��

������������ WKB �����������, �� ������� k
x

(t)=k

y

> 1.

���������� ����������������� ��������� ���������. �������������� �����������

(� = 
onst) ���������� ��������� �������� ����� �� ��������� ������ k � v = 0 ������-

����� �������� ������ ����������:

det

2

6

6

6

6

6

6

4

�i! + �k

2

�2
 0 k

x

�2Ak

y

�2B �i! + �k

2

0 k

y

�2Ak

x

0 0 �i! + �k

2

k

z

0

k

x

k

y

k

z

0 0

G

S

k

y

G

S

k

x

0 G

P

1

3

7

7

7

7

7

7

5

= 0 ; (37)

������s ���������� �������� ����� ����� ����������, ������� ������������:

! = �(��

2

�W

2

)

1=2

+ i(W � �k

2

) : (38)

����� �� - ���������� �������� ���������� ����������:

�� � (�4B
� 4A

2

G

S

k

x

k

y

)

k

2

z

k

2

� 4AG

P

k

x

k

y

(39)

���� W � �

A

+ �

P

+ �

S

�� ����������� ������:
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�

A

=

Ak

x

k

y

k

2

� 4AG

P

k

x

k

y

; (40)

�

P

= 2AG

P

(
k

2

x

+Bk

2

y

)

k

2

� 4AG

P

k

x

k

y

; (41)

�

S

= �AG

S

(k

2

x

� k

2

y

)

2

+ k

2

?

k

2

z

k

2

� 4AG

P

k

x

k

y

: (42)

�

A

������ ��������� ������ ����������� ��������� ������ �������������� ����-

��� ����. �
P

�� �
S

������� ������� �� ����������� ��������� ��������� ��������.

������������ ��� ��������� ���������� (G
P

= G

S

= 0) ������������ ������� ����-

������ (A = 0) �� ����������� ������� ������ ������ �������� ��������� ������,

�����������:

! = �


0

�

�

�

�

k

z

k

�

�

�

�

� i�k

2

: (43)

���� ������������ ��������������� �������� ������ �����������, �������� ��� ��-

��� ������ ����, ��������� �� ���������� ������������.

3.5 ���������� �������� ���������

��������� ������ ����������� ���������� ������� ������������� ������� ���������

�� �������������� ������� ��������������. ��������� ������������ ������� ����

�

2

= �4B
 = 


2, ���� �������� �������� �2 = 


2 ���������� ��������� �������-

����, ������ ���� ���.(39) ���������� ������� ����� �����������.��� ����� ������

�������� ������������.

���������� �������� ���������� ����������� ������ ��������-������������ ���-

������� ������� ����������� ����������� ���������. �� ����������� �

2 �������

������������ ����������� ���� k
x

k

y

������� ������. ������ (3 A) ���������� �������-

�� ������ �������� ��������������� �������� ������ �������, ������� �������

������� ���������� ����������. ������������ ������� ����������� ����� (3 B) ���� ��-

������������ ���������� �������� ���� ����� ���������. �� ������ ���� ��� ������

���������, ������� ����������� ����������� ���������. ���.(39) ���������� ��� G
S

��������� ������� ����������� ���������� �������� �� ���� ��� ����������� k
x

-��

������ ������, ��������-������������� ���������.

����������� ���.(4 A) ���������� ��� ������� �������� ����� �����������, ��� ��-

��� ��������� ������ ������������� �������� ������� ���������� ������. �������-

����� ����������� ���������� ������� �������� �� ������ ���������� �������� ���-

�������, ������ ������������ ������� ��������� ������ ���������.

������ ����������� () ������ ���� ������ ����������� ��������� ����������

��������� ����� ������� ��������� ���� ��������� ������ ����������� ����������

���������� ��������. ����� (4 B)-�� ����, ���� �������� ������ �� ������� ��������-

������ ����� ������� ��������� ����� (A) ��������� ���������, ��� ����������� G
S

����������� ������������.
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��� 3: �������� ���������� ��������� ������ ��������, ��������� ������ �� ����������� �����-

����
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��� 4: �������� ���������� ��������� ������ ��������� ���������, ������� ��������� ��������-

�� ������������ �������������, ����������� ��������� ����������������� �� ���������������

A) g
s

= 0 ; g

P

= 1

B) g
s

= 1 ; g

P

= 1
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3.6 ������-�������� ������������

������ ���������� ���������� ���������� ������� ����������� ��������� (38) ���-

����� ����������� ����������� ���������� ���������� ����� ��������������� �����

������������� ���������� �������� ������� (��. ���. 35). �������, �������� ���

����� ���� �������� ����������� ���������, ������� ��������������� ������� ���-

�������� ��������� ����������, ���������� [24] ����� ����� ������������� .

��������������� ������� ��������� ������� �������� ����������������� ��-

����� ���� ���������� ������������, ��� ������ ���������� ����� ��������� ���-

����. �� ������������� ����������������� ����������� ��� ������������� �������

������:

��

2

> W

2

; W > �k

2

; (44)

����� ����� ������������ ������� �������� ������������� ����������� ���� �������-

�� ������������, ��� ���������������� ������ ����, ������������ �������� �������

������:

��

2

< W

2

; W +

p

W

2

� ��

2

> �k

2

: (45)

������������� ������� ��������� �� ����������� ��������������� ����������

�������� ���������� ������������ ���� (k
y

= 0) ��� ������� ���������. �������,

������� �������������� ������� ������������ ������������ ��������� �������-

�� �������� �� ������������� ������, ������� ���������������� ���������������

������������ ���������� ��������.

������ ����������� (G
S

= 0), ������� ��������������� ��������� ���������-

�� �������� ����� ����������� ���������������, �������� ������������ ���������

�������� ������ ���� ��������. ���� ����������� ������������� ��������������� ��-

���� ������ �������� ����������� ������:

G

P

< 0

�� ���������� ������� ������� ���������� ������������� ������������� ����-

��� (G
P

> 0) [34], ������� ��� ����� ��������������. �� ��������� ��� ���� �������

������������� ��������� ���� ����������� �������� �� �������� ������������ �� ��

�����������.

�� ����������� ������������� ������ (G
P

= 0), ����� ������������� ������������-

���� ������ ������ �������� ���������� ������:

�

S

= �AG

S

k

2

x

> �(k

2

x

+ k

2

z

)

�� ���� ����� ����� ������-�������� ������������, ������ ����������� ����������-

�� �������. ������� ���������������� ������� ������������ ����������� ���������

jk

z

=k

x

j � 1. ������� �������� �������� ������� ���������������� ���(4,10)-��, ���-

������ ����������� ����������� �������� �������� �(r
0

) = �2A �����������, ����

��������� ������������ ���������� ����������� �������������� ������, ������:
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�

� ln �

� ln �

�

P

> 2 : (46)

������� ����������������� �������� ������ ������� ������ �
P

+ �

S

> �k

2. ���-

������ ��������� k

�

������� ������ ������� ����������� ��� ������ �����������

�������,




0

= �k

2

�

: (47)

���������� ������ ������������ ������ ���������� ������� ������ ������� �����-

��������� ����������� ������ ����������.

������������ (5) ���������� ������������ ����� ����������. ������������ ���� ���

������ ���������� �������� ��������� ���������� �������������� ���� ������ ��-

�� ����� ������������ ������������� (kx=k
�

� 1 ������� (A)) �� ��������� �����-

���� ���������� ��������������. ������������ ��������� �������� �������� ���-

�������������� ������������ ������������� (k
x

� k

�

������� (B)), ���������� ����

��� ����� ����������� ����������� ������������� �������� k
�

����������� ������

���������� ������������, ������� ������������������� ��� �������� �����������

��������� ����������� ������, ������ ������ �������� ������ ���������. �������-

����� �� ��� �����-������� ������������� ���������� ������� ������������ �����-

������ ��������� k
z

=k

�

� 1.

�������� ������������� ������������ ����������� ������������ ��������� ����-

���. ���.(36) ���� ������� ������� �������. ������������ (6) ���������� ������������

����� ����������, ������� �������� ���� ����������� �������������� ������ ����-

������� ������ ������� k

�

. ���������� ��������� ������ ���������� ������� �������

������������ (k
x

= k

x

(t)) �� �������. ������� ���� �������� ���-��������� ������

���� ������� ��� ����� ����� ��������� ����������� ������ ���������, ��� ��������

����� ������� ���������.

������������ ���� ��� ������� ������� ����, ������� ����������� ������������

�������, ������� ���������� ������ ��������� ����������. ���� ��� ���������� ������

��������� ���� ������� �������� ������� ���������� ��������������G
P

> 0, ����

���������� ������ ������������ G
P

< 0.

����� ������������ ���.(36) �������� ������������ ��������� �������� ������-

�� ������������� ����������� �������������. �� ������ ���� ������������� �������

����� ������������ �������.

������������� �������� ���� ����������� ��������� ���������� �������� ����-

��� ����������� �������� curl(u)
z

������������ ����������� (k

z

= 0) �����������,

�� ��������������� ������ ��������� G
P

= 0 �������� ������ �������������:

d

dt

[ln (
url(u)

z

)℄ = qG

S




0

(k

x

(t)

2

� k

2

y

)

2

k(t)

2

� �k(t)

2

; (48)

��������� �������� ������� ������������� ������� �������. ������-�������� ����-

��������� ��������� ������������ ����� �������� �������� ������, ������� ���-

������ ��������� ������ ������ ���������� ������������.
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��� 5: �������� ���������� ���������� ����� ����������� I(!(k

x

; k

y

))=


0

����������� �������-

������ (k

x

; k

y

) ���������, ������������� ���������� �������������� �����������. �� ����������

������������ ��������� g
S

= 


0

G

S

=� �� g
P

= 


0

G

P

(A) g
P

= �0:1; g

S

= 0 (B) g
P

= 0; g

S

= 1

(C) g
P

= �0:1; g

S

= 1 (D) g
P

= 0:1; g

S

= 1

��������� �����������, ��� ������������� ����������� ����������������� (q > 0)

����� �������� ����������� ��������� ����������� G
S

> 0, ���� �� ������������

��������� �������, ������� ���������� ���������� ���� ������������ q < 0 ���-

����� �����������, ������-�������� ������������ ������������ G
S

< 0 �����������.

3.7 �������� �������

�������� �������� ����������, ������� ������ �������� ��������� �����. �������-

��� ��������� ����������� ���������� ���, ������ �������� ��������� ���� �����

��������������� ������ �������� ������������, ����� ������ �������. ���������� ��-

�������������� ��������� ���������� ��������� ������� ������� �������� �����-

���������� (G
P

= 0).

���������� ���������� ���������� ������������ ���������� ������������ �������
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��� 6: �������� ���-���������� ���������� ����� ����������� I(!(k

x

; k

y

))=


0

����������� ����-

��������� (k
x

; k

y

) ���������, ������������� ���������� �������������� �����������. �� ����������

������������ ��������� g
S

= 


0

G

S

=� �� g
P

= 


0

G

P

(A) g
p

= �0:2; g

S

= 0 (B) g
p

= �:2; g

S

= 1:5

t /Ω
0

0 5 10 15 20

E
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��� 7: �������� �������� �������� ����������� �������� ����� �������� ������������� �������-

���� ������� �������������. �������� �������� ���������� ������ ������������ ���� ����� ��-

�������� ��������� ���������� ������.

���������, ������� ������ ���������� ���������������. ������ ���� ���.(36) �����-

������ ���������������, ������ ����������� ���������� ��������� ����������

�������� �� ���� ����������. �� ����������� ������� ��������������� ������ ������

���������� ���������� ��������, ���� ���� ������� ��������� ������ ���������

�������������� ���������. ������� ���������� ������ ������� ����:

"

�

! + i

�k

2

2

�

2

�

�




2

s

k

2

�

�

2

k

4

4

�

#

�

(! + i�k

2

)

2

� 4


2

�

� 4


2




2

s

k

2

?

= 0 : (49)

��������� �� ��������� ���������� ������������� �����������, �������

!

2

=


2

s

k

2

� 1. ���� ����������� ��������� ����������� ������������� (! � i�k

2

=4)

2

20



����� �� �������� �� ������� ������� ����������� �������� ��������� ������ ���-

������.

! = �2


jk

z

j

jkj

�

1 +

�

2

k

4

4


2

s

k

2

�

1=2

� i�k

2 (50)

�� ���� ���������� ������������ �������� ����������� �������� ����������� ���.(43)

������ ���������� ����� ��������� �2k4=
2
s

k

2

� 1. ������� ������������ ��� �� ���-

������ �������� ������� ��������� �������������� ������� �����������, ����������

������ ���� ��������� ��� �������� ����������� 

s

! 1, �� �������� ���� ���.(50)

�������� ������ �������� ����������.
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4 ��������� �������� ����������

���������� ���������� ���������������� ������� ���������� �������� ����������,

�������� ������ ���������������� ��������� ���������� �����. �� ������������

���� �������� ��������� �������� ������������ (DNS) ���������� ���� PLUTO. ��-

�� ���������� ��������� ����������� ����, ����� �������� ������ �� ����������

���������� �������� ���������� ����������� ���������� ������, ������� ��-

������� ������ ��������� ���������� �������.

4.1 �����-��������� �������� ���������� PLUTO

PLUTO ����������� �������� ������������� ��������� ��������� �������� ������-

����� (DNS) ��������� ����.��� ������������ �����/��������� ����������� �� ���-

������ ���������� �����, ����� ����������������� ������ �������������, �����

��������������������. ��������� ���������� ������-���������/������ ���������

������ �������� ����������� �������� ��������������. �����������, ����� �����������

�������� �������������� ����������� �������, ������� ����������� �������������

������. ��������� ������������������ �� ������������ ����������� ������ �����,

������� ������������� ���������� ���������� ���� ���� �������� ����� �������

Rheo-� ����.

PLUTO ������� ��������������� ����� ��������, �������� ��� �������� ��������

����������� �������. ������� ��������������� ��������� ��������� ��������� ��-

���� ���� ����������������, ������� ���� ������������� �� �������������� ����-

������, �������� ����������. �������� ��������� ����������� ��������� ���������

������������������ ������� ���������. ���������� ����������� 64 ������� ������

�������� ��������������� ���������.

PLUTO �������� �������� ��������� C-�� ��� ���������� ��� ������������ ���-

��������� ������������. ����� ����� �������� ������������� (AMR) ������� ����-

������� ������ C++ ����� Fortran. ���������� �������� ����� �������� ���������

������������ �������� ������ FARGO �� ������������ ������� ����� ShearingBox.

4.2 ���������� ������ - Rheo

������ ������ ������� �������������� ����������� ��� ���������� ��������� ���-

���, ��������� �� �������� �������� ������������. ��������� ����� �������� ������-

�� �������� �������� ����������� �������� ������ ����������/��������� ��������,

�������� ����������������� [�
lm

℄

n

ijk

����� ����� ������� ������. �� �� �� ����� �����

�������� ��������������� ���������� ���������� ������ ��������� �������� ������-

���� ���������, ���� ��������� ��������� ����� ��������� ���������� ����� ������-

��� ���������, ���� ���� ������� ���� ���������� ������ �������. ����� ��������

������� ������� ���������������� ����������� ������ V = (U; V;W )

���������� ����� ����������� ������ �������� �������������� ��������� ������-

����� ���.(4) �������� ������������������� �������� ���������� ���� ����������-

22



�������� ����������� �����.
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k+1

�������� ������ ���������� �������� ����� ���������� ���������, ���� �������-

��� ����� ������ ����� ������������, ������ ������� �������� ���� �������� ��

����������� �������� ����������� ������ ���������, �������� ������� ����� ����-

�������� ����������� (flux(U
i

) = 0:5(U

i

+ U

i

+ 1)), ����������� ����������� ��������

����������� �������� �� ������ ��������������� ������� ����������. x ������������

��������� ������� ������� ������ �����:
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k; j�1; i+1

2

�

+

+

1

2(z

k

� z

k+1

)

�

V

n

k+1; j; i

+W

n

k+1; j; i+1

2

�

V

n

k�1; j; i

+ V

n

k�1; j; i+1

2

�

y ������������ ��������� ������� ������� ������ �����:
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["

yz

℄

n

ijk

=

1

2(y

j

� y

j+1

)

�

V

n

k; j+1; i

+ V

n

k+1; j+1; i

2

�

U

n

k; j�1; i

+ U

n

k+1; j�1; i

2

�

+

W

n

ijk

�W

n

ij; k+1

z

k

� z

k+1

����������� ������ �������� �����������, ����� ����������� ��������� ����-

��� ��������� ���������������. ��������� ������������������ ������� ��� ��������

���� �������������� ������ ������� ����� ����������� �������� ����� ������������.

�� ���������� ����������� ��������� ������������ ��������: �

P = P=P

0

, �

� = �=�

0

g

P

= G

P

P

0

=�, g
S

= G

S

���

0

=� ����������� ��������� ��������� ������������� ������

������� ����:

�

n

ijk

= �(

�

P

n

ijk

)

g

P

(

�

�

n

ijk

)

g

S

; (51)

����� � ���� ��������� ������� ���������, ���� �

n

ijk

����������� ["
lm

℄

n

ijk

-� ���������

������:

�

n

ijk

=

�

1

2

"

lm

℄

n

ijk

["

lm

℄

n

ijk

�

���� ���� ������������ ���������� �������� ���������� ������������ ���������-

������ ������� ��������� ����������� �������� ��������� ������������.

4.3 ������� �������������

�������� ����������� ���������� ����������� �������� ������� ��������������� ��-

������. �������� ������������ ������ �������� ������ ���������� ������������ ��-

�������� ����� ���������. ����������� ������� ��� ��� ����� ������ ������� �� ��-

��� �������� ������������. ��������� ��������� �����������, ������� ���������

������ ����� �������� ����������� ����� �������� ����� �����. ����� �������� ��-

��������, �������� �������� ������������ ������ ��������. ������ �� ���� �����-

������ ����������� ����������, ������� �� ���������� �����������.

V = V

0

+V

0

� = �

0

+ �

0 (52)

P = P

0

+ P

0

������� ��������� ���������� ����������� �� ������ ������ ������������� ������-

������� ���� ���� ������������ �������, ���� �������� ����������� �����������

������������� PLUTO-� Shearing-Box ������� ���� ������:

V

0

= (0;�q


kep

x; 0)

����� q; 


kep

���� ����� ����� ����������� ���������, ���� x ����������� ����� ��

����������, ������ ���������� ������ ����������.

������� ��������� ���������� �������, ������ ������ ����������� ���������� ���-

������ �������� ���� ����������������, ����������� �� ���������������. �������� ��-

������� ����������� �������� L
x

; L

y

�������� ���� ���������� ������� x �� y
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������������ ��������� �� ���� ���������� ������� ��������� ��������� [k

x

℄

i

; [k

y

℄

j

.

����� ���� ���������� ������� ������ ������������ �������� ��������� �����-

��/�������� ���������. ��� ���������� ������ N

x

; N

y

; N

z

. �� �� ������� ��� ����

�������� ���������� ��������� i; j; k �������� ������� ������������� i = (1 � � �N

x

); j =

(1 � � �N

j

); k = (1 � � �N

z

).

������� �������� ���������� ����� ������������� �� ���������� ���� ���������

��������� ������ ������ ����������, �������� ������� ���������� �������������

��������� x
i

; y

j

; z

k

����� ���������� ������� ��������� [k
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; (k

x
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; (k

y

)
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; (k

y

)
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�������� ����������� ������� ������� ������� �����

�� ����� ������ ���������:
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����������� ��������� ������ ���������� ������� ��������� [k

x

℄

i

; [k

y

℄

j

�������

����������� ����������� ����� �������� ����� ���� ������:

~

W (k) = � exp
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k

2

x

K

2

x

�

k

2

y

K

2

y

!

R ;

����� R ���� ����������� �������� �� R 2 [0; 1℄ , ���� K

x

= 8 �� K
y

= 12 ���� ������-

���� �������� ��������������� ��������� �������� ������������� ����� ��������

����� ����. (������ ���.8). ���-����������� ����� ������� ��������� ����������

������� �����:

�

	

ij

=W (r)

ij

; W (r) =

ZZ

~

W (k)dk

����� �������� ����������� ��������, ��������� ��������� ���������� �������, ��-

����� ������������� �����������, ������ �������� �� �� ������ ����������� �������

�����������. ���������� �������� ��������� �� ��������� �������� ����� �������.
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� x
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����� �������� ��������� ��������� ������������ �������� ������������ ������:

V

0

x

= �
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�� ��������� ������:
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��� 8: ������������ ���������� ������� �������������� ����������� ������ ����� �������� �����

����� W (k

x

; k

y

). �������� ����������� ����������� ������� ��������� k
x

; k

y

[V

0

x

℄

ijk

= �

	

j; i+1

�	

i; i�1

y

i+1

� y

i�1

������� ������������ ����������� �� ������ ������������ ������ (������ ���.9)

4.4 ��������� ������

������������� ����������� ���������� �������� ������� �������� ������������,

�������� ����������� ����������� ������ �������� ���������� ��������� ������� ��-

������� ������ ���������� ���������� ���� �� ��� ����� �������� ������ ���-

�������� ������ ����������� �� �� ������ �������������. ����������� ������� �������

�������� ������� ������. ���� ����� ��������� �������.

��������� ���� ���� ���������� ������� �����, ������ �� ���� ��������� �� ����-

���� ������� ��������� ���������� �������� ����. �� ������ ������������� ����-

�����, ������ �������� �� ��� ������ �������� �������.

����� (10) ���������� ��������� ����� ��������� ������� �������� ������� ���-

�������� ��������� �����������. �� ������ ����������������� ������ �������� ������-

�������� ����������������� ��������� ��� ��� ���� ��������� ������ �� �������

�����. ������� �������� ����� ����������� ������ ��� �����, ���� �������� ������

������ ������������ ����������� �������� ���� �����. ������ ���������� �����-

�� ��������, ��������� ������� ������������ ������� ������ ������� ���� ����� ����

������ �������� ��������� �������. ����� �� ������� ������ ��� ������� ���� �����-

��. �������� ����������� �������� ��� ��������� ��������� ������������ �������

������������ ���������� ������� ������ ���������. �� ������ ������������������

��������� �������� �������� ��������� �����������������. ����� ��������� �������-

��� ������������� ������������ ���� ����� �������� ����� ����� ��������������.

����� ����� �������� ���� ������� ������ �������� ������, ����������� �� �����-

���� ��������� ��������� ����������
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��� 9: ������������ ���������� ���������� �� ������� ������� z ����������� ������� �����������,

������������ ��������� �������. ����������� ����� ����������� x ����������, ���� �������-

������ y ����������

4.5 �������� ����� ��������

�������� ������� ��������� �������� �����G �����������: ���������� ������ R
e

,

����� ������M, ��� ����������� ���� ����� ������ ����� T = t=


0

�� g
S

- �������-

���� ��������� ���������� ������������ �������, ��������� ������� �������������

��������� q �� 


0

���������� ������������ PLUTO-� �����, ���� ���������������

������������ �������� ������� ��������� ������ L
x

�� ��������� ������������

��������� �������� ��������� N
x

(�������� ���������� ����������� �� ��������-

�� ���������� ����������� ����������� ������������ L
x

=N

x

= L

y

=N

y

= L

z

=N

z

).

���� ��������� ����������� ���� �������� �� �������� ���������. ��������� �������

�������� ��������������� ����� ���:

U = AL

x

= q


0

L

x

: (53)

���������� ������, ������� ����������� ������� �����������, ������� ������:

R

e

=

UL

�

; (54)

���� ��������� �� ��������(���.53 ) ��������� ���������� �������� ������:

� = q


0

L

2

x

1

R

e

: (55)

�� ���� ��� �������� �������� ��������� ������� ��������.

����� ������ ��������� ������:

M =

U

C

s

; (56)

������ ����������� ��������� ���������� ������� ������ �������, ������:

C

s

= q


0

L

x

1

M

: (57)

g

S

=




0

�

G

S

: (58)
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��� 10: ������ �������� ��������� ����� ������ ������ (�������� �����) ��������� ������� ���-

�������� ����������, ������ �������� �������� ��������, �� ���� ������� ������� ������������

���������� �������� �����. �������� ������ ���������� �������� ���������� ������� ����� ������,

�� ���������� ��������-������������� ��������.
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��������������� ���������� ��������� ������������ ���������� �����������

������ �������� ��� ������� ��� ���� ������� ��� ����� ������������ �����������

������� ������� ��������� ����� ���� ���� ���������� ������ �������� k
max

� k

�

.

�������� ��������� ������� �������� ����������� ������� ������� ������� ���-

����� ��������� ������� ������� �������������, ��������� ������� ���������� ��-

����� ���������� �����������:

k

max

=

2�

L

x

(N

x

� 1) ; k

2

�

=




0

�

) R

e

> 4�

2

� 60 (59)

������ L

x

N

x

R

e

M T

FE1 2 256 R

max

0.2 5

FE1 R2 a1 2 256 10

2 0.2 5

FE1 R3 b1 2 256 10

3 0.2 5

������ 1: ������� ���������� ����������� ��������� ������������ �� ���� ���������� ���������-

��� �������������� ������ ���������.

R

max

��������� ���������� ���������� ������ ������� ���� ������� ������������� �����������-

�� �� ������������� ��������� �������

������ (11)-�� ����������� ��������� ����� �������� FE1 R3 b1 (��. ������

1) ��������. ������ ���� ��� �������� ������ ���������� ��������-�������������

��������� ��� ���� ���������� ��������� ������, ����������� ���� ��� �����������

��������� ��������� ����������������� ����������� �������� �������� ������������

��������� ����� ������������. ������� ���������� ������������� ������� �������

�������������� ���������. ����� ���������� ��� ����� ���������� ��������� ������-

��� ����� ������������, ��� ���� ����� ���������� ���������� ����� �����.

����� ����� �������� ������������� ������������ �������� ���. FE1 R2 a1 (��.

������ 1) �������� �����������. ������ (12)-�� �������� ������ ��������� ��������

������� ����������� ����������� ����� ���� ������� ���� �������������� �������-

������ ���������, �������������� �������� ���� ���������� ��������� ��������.
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��� 11: ������� ���������� ��������� FE (��. ������ 1) ����� ��������� ������� �������� ����-

��� ����������� ���������� (�������� �����) �� FE1 R3 b1 (��. ������ 1) ����� �������� �������

����� ������ (������� �����), �� �������� ��������-������������� ���������
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��� 12: ������� ���������� FE1 R3 b1 (��. ������ 1) ����� ��������� ������� �������� �������

����������� ���������� (�������� �����) �� FE1 R2 a1 (��. ������ 1) ����� �������� �������

����� ������ (������� �����). ����� ���������� ���������� ��������-������������� ���������
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5 �������

�������� ����������� ���������� ������������� �������� ������� �������� �����-

������ ����� �������������� �����������. ������� ������������ �� ������: 1) ���-

�������� ������� ���������� ������ �������; 2) ����������� ������� ���������

����������.

��������� �������� ���������� ����������������� ��������� ����������� ����-

��� ������ ��������� ����������� ���������. ���������� ���������: 1) ����������

�������� ��������� ���������� ���������� ������������. ����������� ���������

���������� ������������ ����������� ���������� �� ���� �������������� k
x

k

y

����-

��� �������, ����� ���������� ���������� ��������. ���������� ������� ��������� ��-

�������� ����������� ��������� ������ �����������. 2) �������� ����� ����� ������-

�������� ������������, ������� ����������� ����������� ��������� ����������

���������� ������� ������. ���������� ����������� ��������� ���������� ������

������ ���������� ����������. ������-�������� ������������� ����������� �����-

������� ���������, ������ ��������� ���� ������� �������� ��������� ��������

����������� �������� ����� ����������� ������. ����������������� ����� ��������-

��� �������������� ������ ���������� �� �������� ����� �������� ���������� ���-

�������� ������� �����������. ������ �������� ������������ ���� ������ ����-

������ ����� ����� �� ������������ ������� ������������ �������� ����������.

���������� ���������� ����������� ��������� ���������� �������� ������� ���-

�������� ����������� ����� ��������, �������� ���������� ������������ ����.

������������� ���������� ���������� ��������� ������������ ���������� ������� ��

�������� ������� �������� �� ������������ �����������. ������������ �������� ����-

���� ��������� ������ ������ ������� �����. �� ����������� ������� ����� ��������

���� ������ ��������� �����, ������� �������� ������. �������� ������ ���� �� �����

����� ������ ������ �����, ��� ������ �������� ����� �����.

�������� ��������������� ������������� �����/��������� �������� ����������

PLUTO. ��������������� ��������� ���������� ��������� ����������� ������ Rheo.

������������ ��������� ������, ��������� ������ ������� ���������. ��������

������������� �������� �������� ���������� ����������� ��������� ��������� ���-

����� ������������ ������ ���������� �� ������������� ���������� ����������

����������. ��������� ���������� ���������������� ������ ���������� ����� �����-

������� ��������� �������� ����� ������������ ������ ������ ��������� ��������-

��������� ���������������� ������������� ���������. �������� �������� ��������

���������� ��������� ���������, ��� ��������������� ���������� ������� �� �����

�������.

�������� �������� ������ ���������� �������������� ��� ��������� ����������

���������� ������ �������.
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