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ლექცია 1.

1.1 ვექტორული ოპერატორები მართკუთხა კოორდინატთა
სისტემებში

ვექტორული ოპერატორი ნაბლა:

∇ ≡
(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
.

გრადიენტი: ნაბლა მოქმედებს სკალარზე ϕდა ვიღებთ ვექტორს grad(ϕ):

grad(ϕ) ≡ (∇ϕ) =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
.

დივერგენცია: ნაბლას A ვექტორზე სკალარული ნამრავლი გვაძლევს სკალარს div(A):

div(A) ≡ (∇ · A) = ∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
.

როტორი: ნაბლას A ვექტორზე ვექტორული ნამრავლი გვაძლევს ვექტორს rot(A):

rot(A) ≡ [∇× A] .

Ax =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
,

Ay =
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
,

Az =
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
,

ლაპლასიანი:

∆ ≡ (∇ · ∇) =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

ზოგიერთი თვისება:
div(grad(ϕ)) = ∆(ϕ) .

div(rot(A)) = 0 .
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1.2 ვექტორული ოპერატორები არამართკუთხა
კოორდინატთა სისტემებში

ცილინდრულ კოორდინატთა სისტემა (r, φ, z):

x = r cos(φ) , y = r sin(φ) , z = z .

ვექტორული ოპერაციები ცილინდრულ კოორდინათა სისტემაში:

grad(ϕ) =
(
∂ϕ

∂r
,
1

r

∂ϕ

∂φ
,
∂ϕ

∂z

)
.

div(A) =
1

r

∂

∂r
(rAr) +

1

r

∂

∂φ
(Aφ) +

∂

∂z
(Az) .

rot(A)r =
1

r

∂Az

∂φ
− ∂Aφ

∂z
,

rot(A)φ =
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r
,

rot(A)z =
1

r

∂

∂r
(rAφ)−

1

r

∂Ar

∂φ
.

ლაპლასიანი:

∆ϕ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r

)
+

1

r2
∂2ϕ

∂φ2
+

∂2ϕ

∂z2
.

სფერულ კოორდინატთა სისტემა (r, φ, θ):

x = r cos(φ) sin(θ) , y = r sin(φ) sin(θ) , z = r cos(θ) .

ვექტორული ოპერაციები სფერულ კოორდინათა სისტემაში:

grad(ϕ) =
(
∂ϕ

∂r
,

1

r sin(θ)
∂ϕ

∂φ
,
1

r

∂ϕ

∂θ

)
.

div(A) =
1

r2
∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin(θ)
∂

∂φ
(Aφ) +

1

r sin(θ)
∂

∂θ
(sin(θ)Aθ) .

rot(A)r =
1

r sin(θ)

(
∂

∂θ
(sin(θ)Aφ)−

∂Aθ

∂φ

)
,

rot(A)φ =
1

r

∂

∂r
(rAθ)−

1

r

∂Ar

∂θ
,

rot(A)θ =
1

r sin(θ)
∂Ar

∂φ
− 1

r

∂

∂r
(rAφ) .

ლაპლასიანი:

∆ϕ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ϕ

∂r

)
+

1

r2 sin2(θ)
∂2ϕ

∂φ2
+

1

r2 sin(θ)
∂

∂θ

(
sin(θ)

∂ϕ

∂θ

)
.
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1.3 ტენზორული აღრიცხვის ელემენტები
მეორე რანგის ტენზორი Cik:

Cik =

 C11, C12, C13

C21, C22, C23

C31, C32, C33

 .

სკალარი შეიძლება განვიხილოთ როგორც ნულოვანი რანგის ტენზორი, ხოლო ვექტორი
A = (Ax, Ay, Az) როგორც პირველი რანგის ტენზორი Ai (i = 1, 2, 3).

ორიტენზორის გამრავლებისას განმეორებადი ინდექსი (ე.წ. მუნჯი ინდექსი) იჯამება.

AiBi ≡
3∑

i=1

AiBi .

ამიტომაც მომავალში ყველგან:

AiBi = A1B1 + A2B2 + A3B3 ,

სადაც, მაგალითად დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში A1 = Ax, A2 = Ay და A3 = Az.

კრონეკერის სიმბოლო δik:

δik =

{
1 : i = k
0 : i ̸= k

ზოგიერთი თვისება:
δii = δ11 + δ22 + δ33 = 3 .

δikAk = Ai .

სიმეტრიული ტენზორი: aik = aki. ანტისიმეტრიული ტენზორი: aik = –aki.

აბსოლუტურად ანტისიმეტრიული ერთეულოვანი ტენზორი ϵijk (ლევი–ჩივიტას
სიმბოლო):

ϵijk =


0 : (i = j), (i = k), (j = k)
1 : (i, j, k) = (1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 1, 1)

−1 : (i, j, k) = (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)

გამოთვლის წესი: ϵ123 = 1, ხოლო ნებისმიერი ორი ინდექსის გადასმისას ტენზორი
იცვლის ნიშანს. მაგალითად ϵ123 = –ϵ213.

ϵijk ტენზორის ზოგიერთი თვისება:

ϵiklϵikl = 6 ,

ϵiklϵklm = 2δik ,

ϵiklϵlmn = δimδkn − δinδkm ,

δijϵijk = δjkϵijk = δikϵijk = 0 .
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ოპერაციები ვექტორებზე:
αA = αAi ,

(A · B) = AiBi ,

[A× B] = ϵijkAjBk .

ვექტორული ოპერატორების ტენზორული ფორმა:

∇ =
∂

∂xi

,

grad(ϕ) = ∇ϕ =
∂ϕ

∂xi

,

div(A) = (∇ · A) = ∂Ai

∂xi

,

rot(A) = ∇× A = ϵijk
∂Ak

∂xj

,

∆ϕ = ∇ · ∇ϕ =
∂2ϕ

∂xi∂xi

.

მაგალითი 1.1. გამოითვალეთ div (αA).

div (αA) =
∂

∂xi

(αAi) = α
∂Ai

∂xi

+ Ai
∂α

∂xi

= αdiv (A) + A · grad (α) .

მაგალითი 1.2. გამოითვალეთ div (A× B).

div (A× B) = ∂

∂xi

(A× B)i =
∂

∂xi

ϵijkAjBk = ϵijk
∂

∂xi

(AjBk) = ϵijk

(
Aj

∂

∂xi

Bk +Bk
∂

∂xi

Aj

)
=

= Ajϵijk
∂

∂xi

Bk+Bkϵijk
∂

∂xi

Aj = −Ajϵjik
∂

∂xi

Bk+Bkϵkij
∂

∂xi

Aj = −Ajrot(B)j+Bkrot(A)k =

= B·rot(A)−Arot(B) .









































3.7 

ელექტრეტები – დიელექტრიკები რომლებიც წარმოადგენენ მუდმივი 

ან თითქმის მუდმივი (კვაზიმუდმივი) ელექტრული ველის წყაროებს. 

 

ელექტრული ველის წყარო: ჩაჭერილი (დაუბალანსებელი)  

ელექტრული მუხტები, ან ჩაყინული ელექტრული პოლარიზაცია. 

 

დამუხტული ელექტრეტები: ზედაპირული ან მოცულობითი მუხტის 

განაწილება; 

 

პოლარიზებული ელექტრეტები: უპირატესად ერთი მიმართულებით 

ორიენტირებული დიპოლური მომენტის მოლეკულები. 

 

მაგალითად ელექტრონების ნაკადი შეიძლება ჩაიჭიროს ტეფლონის 

ზედაპირზე და მივიღოთ ტეფლონის ელექტრეტი. 

 

პიეზოელექტრული ნივთიერება – 

ელექტრეტი, რომელიც იძენს 

ელექტრულ პოლარიზაციას და ქმნის 

ელექტრულ ველს მექანიკური 

ზემოქმედების შედეგად. (მაგალითად 

კვარცის კრისტალი). 

 

 

პიროელექტრული ნივთიერება – ელექტრეტი, რომელიც იძენს 

ელექტრულ პოლარიზაციას და ქმნის ელექტრულ ველს სითბური 

ზემოქმედების შედეგად (მაგალითად გაცხელება). 

 

ელექტროსტრიქცია – პროცესი, როდესაც დიელექტრიკები იცვლიან 

ფორმას ელექტრული ველის ზემოქმედების შედეგად. ელექტრული 

ველის ზემოქმედება იწვევს მექანიკური ძალის გაჩენას (მაგალითად 

დიელექტრიკი იწელება ელექტრული ველის გასწვრივ). 
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